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Аннотация. При постановке классической задачи связанной динамической термоупругости пользуются, как 

правило, квазистационарной или локально равновесной моделью, в которой изменения температуры по 

всему объему тела малы, деформация физически малого объема линейно зависит от перемещения. Связь 

переноса тепла с перемещением осуществляется добавлением в уравнение теплопроводности слагаемого, 

пропорционального скорости изменения деформации тела, а в волновое уравнение – слагаемого, 

пропорционального градиенту температуры. Один из основных недостатков этой модели – бесконечная 

скорость распространения температуры и деформации и не возможность описания быстрых процессов с 

большими амплитудами изменения температуры и перемещения.  Используя модифицированные 

формулы эмпирических законов Фурье и Гука, в которых учитываются скорости изменения движущихся 

сил – причин (градиентов температур и перемещений) и их следствий (теплового потока и напряжения), 

получена математическая модель связанной динамической термоупругости в условиях теплового удара. 

Модель включает взаимосвязанную систему нелокальных уравнений теплопроводности и динамической 

термоупругости, в которой учитывается двухфазное запаздывание в тепловой и термоупругой задачах, а 

также сопротивление среды процессу изменения ее формы в результате температурной деформации. 

Анализ полученного аналитического решения модели показал, что деформация и температура 

распространяются в среде с близкими по величине скоростями. 
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Abstract. When setting the classical problem of coupled dynamic thermoelasticity, as a rule, a quasi-stationary or 

locally equilibrium model is used, in which temperature changes throughout the entire volume of the body are 

small, the deformation of a physically small volume linearly depends on displacement. The connection of heat 

transfer with displacement is carried out by adding a term proportional to the rate of change of deformation of 

the body to the equation of thermal conductivity, and a term proportional to the temperature gradient to the wave 

equation. One of the main disadvantages of this model is the infinite velocity of temperature propagation and 

deformation and the inability to describe fast processes with large amplitudes of temperature change and 

displacement. Using modified formulas of empirical Fourier and Hooke laws, which take into account the rates 
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of change of moving forces – causes (temperature gradients and displacements) and their consequences (heat 

flux and stress), a mathematical model of coupled dynamic thermoelasticity under heat shock conditions is 

obtained. The model includes an interconnected system of nonlocal equations of thermal conductivity and 

dynamic thermoelasticity, which takes into account the dual-phase delay in thermal and thermoelastic problems, 

as well as the resistance of the medium to the process of changing its shape as a result of temperature 

deformation. The analysis of the obtained analytical solution of the model showed that deformation and 

temperature propagate in a medium with similar velocities. 

Keywords: coupled dynamic thermoelasticity, mathematical model, analytical solution, two-phase delay, modified 

Fourier and Hooke formulas, heat stroke, temperature and displacement waves 

For citation: Pashin A.V., Kudinov I.V., Kudinov V.A., Dubas E.V., Nenashev M.V. Mathematical model of locally 

nonequilibrium coupled dynamic thermoelasticity. Bulletin of the Siberian State Industrial University. 

2024;4(50):28‒36. (In Russ.). http://doi.org/10.57070/2304-4497-2024-4(50)-28-36 

 
Введение 

Интенсивное развитие термоупругости свя-

зано с появлением в 1956 г. работы Био [1], в 

которой на основе законов термодинамики не-

обратимых процессов были получены основные 

уравнения и сформулированы вариационные 

проблемы термоупругости. 

В случае изменения температуры с достаточ-

но малой скоростью задача термоупругости рас-

сматривается как квазистатическая, то есть 

напряжения определяются в каждый отдельный 

момент времени нестационарного процесса без 

его связи с предшествующим изменением тем-

пературы и напряжений. Однако в работах     

В.И. Даниловской [2], Б. Боли и Дж. Уэйнера [3],    

Т. Мура [4], Е. Штернберга и И. Чакраворти [5], 

И. Игначака [6], В. Новацкого [7], А.Д. Ковален-

ко [8] и др. было отмечено, что при высокоско-

ростных нагревах в упругих средах возникают 

кратковременные температурные (динамиче-

ские) напряжения, зависящие от физических 

свойств среды и условий теплообмена. Так, в 

работе [2] было показано, что при тепловом 

ударе возникает термоупругая волна, распро-

страняющаяся со скоростью звука в данной сре-

де. На фронте волны имеет место скачок (раз-

рыв) напряжений, быстро затухающий в данной 

точке пространства с течением времени. 

В настоящее время существует много так 

называемых модифицированных или обобщен-

ных моделей связанной и несвязанной задач 

термоупругости. В обзоре [9] перечислены 

наиболее часто встречающиеся в литературе мо-

дели и содержатся теории, формулировки, ре-

альные ограничения и используемые методы 

решения уравнений для различных геометрий и 

нагрузок. В последнее время развивается теория 

Грина-Линдсея, в которой используются ско-

рость распространения температуры и два вре-

мени релаксации, при этом классический закон 

Фурье теплопроводности принимается неизмен-

ным, а классическое уравнение энергии и связь 

между напряжениями и деформациями с учетом 

температуры модифицируются. В рамках этой 

теории в работах [10; 11] представлены резуль-

таты анализа численного моделирования двух 

задач связанной термоупругости: сходимость, 

устойчивость и погрешности метода конечных 

элементов. В работе [12] показано, что теория 

Грина-Линдсея более эффективна для определе-

ния явления распространения волн, чем класси-

ческая теория. Работа [13] содержит решение 

уравнения, описывающего термоупругость в 

пластине на основе модели Грина-Линдсея. Ис-

следована экспоненциальная устойчивость двух 

различных систем для задачи Коши. В рамках 

классической теории в работе [14] решена зада-

ча о температурном воздействии на толстостен-

ную двухслойную цилиндрическую оболочку с 

шарнирно закрепленным и свободным торцами. 

Приведен сравнительный анализ расчетов с уче-

том и без учета неоднородности и нелинейного 

характера деформации бетона. Подобная задача 

решена численно в работе [15], где в качестве 

граничных условий были выбраны условия Ди-

рихле и Коши. Задача решена численно. В рабо-

те [16] построено замкнутое решение связанной 

нестационарной задачи термоэлектроупругости 

для длинного пьезокерамического цилиндра с 

радиальной поляризацией, когда на его торце-

вых поверхностях выполняются граничные 

условия теплопроводности 1-го рода. В работе 

[17] учитывается связь более высокого порядка 

между градиентами температурных полей и гра-

диентами полей деформации. В ряде работ [18 – 

20] отмечается существенное отличие решений 

динамических задач термоупругости с учетом 

связанности полей деформации и температуры и 

без ее учета. Необходимо отметить, что в несвя-

занных задачах скачок напряжений остается 

неизменным, тогда как в связанных – быстро 

уменьшается во времени. Вопрос влияния вре-

мени установления граничных условий на вели-

чину динамических температурных напряжений 
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исследован в работе Э.М. Карташова и В.А. Ку-

динова [18]. 

В настоящей работе найдено аналитическое 

решение связанной задачи динамической термо-

упругости с использованием уравнений, полу-

ченных с учетом двухфазной релаксации в фор-

мулах законов Фурье и Гука. Цель работы со-

стояла в получении аналитических соотноше-

ний, позволяющих выполнять оценку взаимного 

влияния, а также в определении скоростей дви-

жения тепловой и звуковой волн в условиях их 

связанности. 

 

Математическая постановка задачи 

Рассмотрим вывод основных уравнений свя-

занной динамической термоупругости с учетом 

релаксационных явлений в тепловой и упругой 

задачах. Уравнение теплового баланса в данном 

случае будет иметь вид [19]: 

 
2

ρ
T q u

c A
t x x t

  
  

   
,                    (1) 

 

где T – температура, К; x – координата, м; t – 

время, с; q – внутренний источник теплоты, 

Вт/м3; u – перемещение, м; c – теплоемкость, 

кДж/(кг·К); ρ – плотность, кг/м3; 

Л Л 0(3λ 2μ )αА T  ; α – коэффициент линейного 

расширения, 1/К; Т0 – начальная температура, К; 

л
λ

ν

(1 ν)(1 2ν)

E


 
 и 

лμ
2ν 1

E
G 


 – постоянные 

Ламе, Н/м2; ν  – коэффициент Пуассона; E – мо-

дуль нормальной упругости, Н/м2; G – модуль 

сдвига, Н/м2. 

Второе слагаемое правой части уравнения (1) 

характеризует внутренний источник теплоты, 

возникающий в результате деформации тела 

ε /u x    вследствие изменения его температу-

ры. По сути, это слагаемое характеризует ско-

рость изменения деформации тела, так как 
2 /( ) ε/A u x t A t      . 

Уравнение равновесия (движения) с учетом 

силы сопротивления среды имеет вид  

 
2

2

σ
ρ ργ

u u

t x t

  
 

  
,                     (2) 

 

где γ – коэффициент сопротивления, 1/с. 

Последнее слагаемое уравнения (2) характе-

ризует сопротивление среды процессу измене-

ния ее формы. 

Уравнения эмпирических законов Фурье и 

Гука с учетом двухфазной релаксации будут 

иметь вид: 

 

1λ τ
T q

q
x t

 
  

 
;                    (3) 

2

1 2

σ
σ τ α

u u
B Br D T

x x t t

  
   

   
,        (4) 

 

где 
л лλ 2μB   ; 

л л3λ 2μD   ; τ1, τ2, r1 – времена 

релаксации, с. 

Подставляя выражения (3) и (4) в зависимо-

сти (1), (2), находим: 
 

2 2 2

12
ρ λ τ

T T q u
c A

t x x t x t

   
  

     
;           (5) 

2 2 3 2

1 22 2 2

σ
ρ τ α ργ

u u u T u
B Br D

t x x t x t x t

     
    

         

 

2 2 3 2

1 22 2 2

σ
ρ τ α ργ .

u u u T u
B Br D

t x x t x t x t

     
    

       
                    (6) 

 

Выразим /q x   и σ/ x   из уравнений (1) и 

(2) и подставим в зависимости (5), (6): 
 

2 2 2 3

1 12 2 2
ρ τ ρ λ τ

T T T u u
c c A A

t t x x t x t

    
   

      
;  (7) 

2 3 2 3 2

2 1 22 3 2 2 2
ρ ρτ ργτ α ργ

u u u u u T u
B Br D

t t x x t t x t

      
     

        
2 3 2 3 2

2 1 22 3 2 2 2
ρ ρτ ργτ α ργ

u u u u u T u
B Br D

t t x x t t x t

      
     

       
.         (8) 

 

Краевые условия к уравнениям (7), (8) имеют вид 
 

0( ,0) ;T x T                     (9) 

( ,0)
0

T x

t





;               (10) 

(0, )
0;

T t

x





  (11) 

ст(δ, ) ;T t T   (12) 

( ,0) 0;u x    (13) 

( ,0)
0;

u x

t





  (14) 

2

2

( ,0)
0;

u x

t





  (15) 

(0, ) 0;u t    (16) 

(δ, )
0,

u t

x





  (17) 

 

где δ – толщина пластины; Tст – температура 

пластины при х = δ. 

Соотношения (7) – (17) представляют мате-

матическую постановку задачи связанной дина-

мической термоупругости для бесконечной пла-

стины с симметричными граничными условиями 

первого рода (тепловой удар). 

Обозначим: 
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0

ст 0

Θ ;
T T

T T





 

2
Fo ;

δ

at
  ξ ;

δ

x
  ,

δ

u
H        (18) 

 

где a – коэффициент температуропроводности. 

Задача (7) – (17) с учетом принятых обозна-

чений будет иметь вид: 

 
2 2 2 3

1 1 1 12 2 2

Θ Θ Θ
;

Fo Fo ξ ξ Fo ξ Fo

H H
F A F A

    
   

      
(19) 

 
2 3 2 3 2

2 1 1 3 2 4 4 12 3 2 2 2

Θ

Fo Fo ξ ξ Fo Fo ξ

H H H H H H
F B B F F F F D

Fo

      
     

        
2 3 2 3 2

2 1 1 3 2 4 4 12 3 2 2 2

Θ

Fo Fo ξ ξ Fo Fo ξ

H H H H H H
F B B F F F F D

Fo

      
     

       
;  (20) 

Θ(ξ,0) 0;    (21) 

Θ(ξ,0)
0;

Fo





   (22) 

Θ(0,Fo)
0;

ξ





   (23) 

Θ(1,Fo) 1;    (24) 

(ξ,0) 0;H     (25) 

(ξ,0)
0;

Fo

H



   (26)  

2

2

(ξ,0)
0;

Fo

H



   (27) 

(0,Fo) 0;H     (28) 

(1,Fo)
0,

ξ

H



   (29) 

где  

1
1 2

τ
;

δ

a
F   2

2 2

τ
;

δ

a
F   1

3 2
;

δ

ar
F   

2

4

γδ
;F

a


 
(30)

 
2

1 2

δ
;

ρ

B
B

a


2

1 2

αΔ δ
;

ρ

D T
D

a
 1 ;

ρΔ

A
A

c T


  

  
ст 0Δ .T T T      

 

Точное аналитическое решение 

Решение задачи (19) – (29) имеет вид 

 
5

0 1

Θ(ξ,Fo) 1 exp(ω Fo)cos(λ ξ);i i

n n n

n i

G


 

  (31) 

5

0 1

(ξ,Fo) exp(ω Fo)sin(λ ξ),i i

n n n

n i

H C


 

    (32) 

где π
2

12
λn




n
 – собственные числа краевой 

задачи Штурма-Лиувилля; i
nω  – корни характе-

ристического уравнения  

 
5 4 3 2

1 2 3 4 5 6ω ω ω ω ω 0,n n n n nb b b b b b       

где 
1 1 2;b F F 2 1 2 1 2 4;b F F F F F    

2

3 1 2 4 1 3 1 21 ( ) λ ( );nb F F F F F B F      

2

4 1 3 1 1 2 4 1 1 1 4λ (1 ) ;nb B F B F F F D A F F       

2 4 2 2

5 1 1 3 4 1 1λ λ λ λ ;n n n nb B B F F D A   
1

4
6 λ Bb n ;  

i
nC  и i

nG  – постоянные интегрирования, которые 

находятся из решения системы линейных урав-

нений: 
5

1

0;i

n

i

C


    (33) 

5

1

ω 0;i i

n n

i

C


    (34) 

5
2

1

ω 0;i i

n n

i

C


    (35) 

5

1

2
( 1) ;

λ

i n

n

i n

G


    (36) 

5

1

ω 0;i i

n n

i

G


    (37) 

3 2 2 2

2 2 4 3 1 5 1

1

ω (1 )ω ( λ )ω λ
.

λ

i i i
i in n n n n
n n

n

F F F F B F B
G C

D

    
  (38) 

 

При решении системы уравнений (7) – (17) 

принимались следующие исходные данные: 

 

Tст = 600 К; с = 500 Дж/(кг·К); v = 0,25;           

E = 2·1011 Па; ρ = 7800 кг/м3; α = 12·10–6 К–1 ;       

δ = 10–6 м; γ = 103 с–1; a = 10–6 м2/c; τ1 = 3,33·10–14 с; 

τ2 = 2,00·10–14 с; r1 = 2,05·10–14 с.  (39) 

 

Обсуждение результатов  

Результаты расчетов перемещений и температур 

по формулам (31), (32) приведены на рис. 1 – 3. За 

характерный масштаб времени возьмем безраз-

мерное время прохождения волны от точки с 

координатой 0ξ   до точки с координатой 

1ξ  , определяемое графическим способом (рис. 1): 
4

u 1,494 10t   .  

Динамика изменения температуры и переме-

щения рассматривалась на двух временны́х 

масштабах: наносекундном 
uFo 0  4 t   (от 0 до 

0,60 нс); микросекундном
u uFo 4900   5000t t    

u uFo 4900   5000t t    (от 0,73 мкс до 0,75 мкс) На наносе-

кундном временно́м отрезке анализ рис. 1 – 3 

позволяет заключить, что после температурного 

удара (граничные условия первого рода (24)) 

между точками с координатами ξ  1  и ξ  0  

движется скачок температуры с безразмерной 

скоростью 
ф

u

1
ν 6993

t
  , а также с этой же 

скоростью движется скачок градиента переме-
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щения 
ξ

H


 (рис. 3). Время прохождения скачков 

температуры через любую точку тела с коорди-

натой ξ (рис. 1) можно вычислить по следую-

щим формулам:  

 

1 uFo (4 1 ξ)n t   ; 
2 uFo (4 1 ξ)n t   ; 

 

3 uFo (4 3 ξ)n t   ; 
4 uFo (4 3 ξ)n t   ,     (40) 

где n = 0,1,2,3…  номер периода колебания. 

При временах 
uFo t  решение (31) в среднем 

совпадает с классическим решением уравнения 

теплопроводности (рис. 4). При этом температура 

колеблется относительно решения классического 

параболического уравнения теплопроводности. 
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Рис. 1 Зависимость температуры (1) и перемещения (2) от времени в точках ξ = 0,25 (а) и ξ = 0,5 (б) 

Fig. 1. Dependence of temperature (1) and displacement (2) from time to time at various points: ξ = 0,25 (а) и ξ = 0,5 (б) 
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Выводы 

Предложена математическая модель связанной 

динамической термоупругости в условиях теплово-

го удара с учетом пространственно-временно́й не-

локальности в законах Фурье и Гука, а также со-

противления среды деформациям. Модель описы-

вает физические процессы переноса тепла и рас-

пространения перемещений в пластине на нано-

временных масштабах с учетом их скачкообразного 

изменения. Для бо́льших временных диапазонов 

полученное решение тепловой задачи в среднем 

совпадает с решением классического параболиче-

ского уравнения теплопроводности. 

Анализ полученных решений показал, что ско-

рости распространения перемещений и темпера-

турного фронта равны между собой и практически 

совпадают со скоростью распространения класси-

ческой звуковой волны. Действительно, скорость 

звука равна 
зв 1 6667,v B   а скорость, найден-

ная из решения задачи связанной термоупругости, 

составляет 
ф 6693.v 
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Рис. 2. Зависимость температуры от координаты в различные моменты времени: 

а – Fo = 0,3tu; б – Fo = 1,3tu; в – Fo = 2,3tu; г – Fo = 3,3tu; д – Fo = 4,3tu
 
 

Fig. 2. Temperature dependence on the coordinate at different points in time: 

а – Fo = 0,3tu; б – Fo = 1,3tu; в – Fo = 2,3tu; г – Fo = 3,3tu; д – Fo = 4,3tu
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Рис. 3. Зависимость перемещения от координаты в различные моменты времени: 

а – Fo = 0,3tu; б – Fo = 0,9tu; в – Fo = 1,3tu; г – Fo = 2,5tu; д – Fo = 3,1tu; е – Fo = 3,75tu
 
 

Рис. 3. The dependence of the movement on the coordinate at different points in time: 

а – Fo = 0,3tu; б – Fo = 0,9tu; в – Fo = 1,3tu; г – Fo = 2,5tu; д – Fo = 3,1tu; е – Fo = 3,75tu
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Рис. 4. Зависимость температуры от времени в точке ξ = 0,5

 
в интервале Fo = 4900 ·tu – 5000 ·tu

 
 

1 – решение задачи (19) – (29); 2 – решение классической задачи теплопроводности 

Fig. 4. Temperature dependence on time at a point ξ = 0,5
  

in the interval Fo = 4900 ·tu – 5000 ·tu. In the figure: graph 1 corresponds 

to the solution of the problem (19) – (29); graph 2 corresponds to the solution of the classical problem of thermal conductivity 
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