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Аннотация. Предложен механизм повышения вычислительной эффективности процедуры формирования 

программ развития (предприятия, региона, муниципалитета). Эта процедура включает несколько 

направлений, одно из которых представлено многоцелевыми проектами, каждый из них может 

изменять показатели проектов других направлений. Процедура формирования программы основана 

на декомпозиции исходной задачи на множество задач о ранце. Приведены результаты 

компьютерных экспериментов, показывающие, что вычислительную эффективность предложенной 

процедуры можно качественно улучшить за счет априорной оценки эффективности вариантов 

вхождения многоцелевых проектов на основе исходной информации о проектах. 
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Введение  

В работах [1 – 3] рассмотрены задачи форми-

рования портфеля проектов и программ разви-

тия при наличии нескольких направлений и 

ограничений на общий объем инвестиций. 

Представляет интерес разработка механизма 

решения задачи для случая, когда среди направ-

лений развития имеется многоцелевое, проекты 

которого изменяют показатели проектов немно-

гоцелевых направлений [4 – 5]. 

 

Обозначения и формализация задачи 

Пусть {{ | 1, }| 1. }ji jP p i n j m    – множество 

проектов, инициированных для включения в 

программу развития предприятия (региона, му-

ниципалитета и т.п.). Множество включает m 

направлений развития, каждое из которых со-

держит по nj проектов pji. Рассмотрим случай, 

когда одно из направлений состоит из так назы-

ваемых многоцелевых проектов, то есть таких 

проектов, которые вносят определенный вклад в 

эффективность проектов других направлений. 

Будем считать многоцелевым m-ое направление 

развития. Пусть αji=α(pji) и cji=c(pji), 

1, ; 1,( 1)ji n j m   , соответственно, показатели 

эффективности и размеры инвестиций в проекты 

немногоцелевых направлений. Влияние отдель-

ного проекта , 1,mi mp i n  многоцелевого направ-

ления на эффективности проектов других направ-

лений описывается совокупностью кортежей 

{β 1, }, 1,( 1)}mi

ji j|i n j m   ; {δ 1, }, 1,( 1)}mi

ji j|i n j m   , 

где βmiji  и δmiji  – вклад многоцелевого проекта pmi 

в эффективность и в снижение затрат на реали-

зацию проектов , 1, , 1,( 1).ji jp i n j m    

Введем переменную xji, которая равна 1, если 

проект pji
 
 включается в программу развития, и 

равна 0 в противном случае. Тогда эффект γji
  

от 

реализации немногоцелевого проекта pji
 
 будет 

 

1

γ α β
m

mk

ji ji ji mk

k

x


  .  (1) 

 

Аналогично, затраты на реализацию этого 

проекта будутопределяться выражением 

 

1

μ δ
m

mk

ji ji ji mk

k

c x


  .  (2) 

 

Теперь задача формирования программы раз-

вития с учетом многоцелевых проектов форма-

лизуется следующим образом: 

 

1

1 1 1 1

( ) (α β ) α max
j m
n nm m

mk

ji ji mk ji mi mi

m i k i

Α x x x x


   

      ;(3) 

1
*

1 1 1 1

( ) ( δ )
j m
n nm m

mk

ji ji mk ji mi mi

m i k i

C x c x x c x c


   

      .   (4) 

 

Задача (3) – (4) является нелинейной, так как 

критерий (3) и ограничение (4) описываются квад-

ратичными функциями. Рассмотрим следующий 

способ решения этой задачи.  

 

Процедура формирования программы 

развития с учетом наличия многоцелевых 

проектов 

Пусть множество { 1,2 }m
nh

mx |h    

1 2{( , ,..., ) | 1,2 }m
m

nh h h

m m mnx x x h  описывает все воз-

можные решения по включению многоцелевых 

проектов в программу развития. Формализуем 

задачу формирования программы развития при 

условии, что выбрано конкретное решение 

2( , ,..., )
m

h h h h

m m1 m mnx = x x x  для проектов многоцелевого 

направления. Эффект 
1 1μ ( ,..., | )hji m mx x x

 и затра-

ты 
1 1γ ( ,..., | )hji m mx x x

 для проектов немногоцеле-

вых направлений в этом случае будут равны 

 

1 1

1

μ ( ,... | ) α β
m

h mk h

ji m m ji ji mk

k

x x x x



  ; (5) 

1 1

1

γ ( ,... | ) δ
m

h mk h

ji m m ji ji mk

k

x x x c x



  . (6) 

 

Соответствующая постановка задачи форми-

рования программы развития будет  

 
1

1 2 1

1 1

μ( ... | ) γ ( ) max
jnm

h h

m m ji m ji

j i

x x x x x x




 

  ; (7) 

1
* *

1 2 1

1 1

γ( ... | ) μ ( ) ( ) ( )
mnm

h h h h

m m ji m ji m m

j i=

x x x x x x c c x c x






   
 

1
* *

1 2 1

1 1

γ( ... | ) μ ( ) ( ) ( )
mnm

h h h h

m m ji m ji m m

j i=

x x x x x x c c x c x






    ;  (8) 

1

( )
mn

h h

m mi mi

i

c x c x


 ,  (9) 

 

где с
*
 – общий размер инвестиций в программу 

развития и 

Задача (7) – (8) представляет собой простую 

задачу о ранце, для решения которой применим 

метод дихотомического программирования. Та-

ким образом, чтобы решить исходную задачу   

(3) – (4), необходимо решить 2 mn  задач (7) – (8) 

для каждого варианта вхождения многоцелевых 

проектов в программу развития.  
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Пусть 
1 2 1( ... | )h opt

m mx x x x
 – оптимальное реше-

ние задачи (7) – (8) для варианта вхождения 

1 2( , ,..., )
m

h h h h

m m m mnx x x x . Тогда значение критерия 

1 2 1( ... | )hm mA x x x x
 для задачи (3) – (4) при заданном 

 
h

mx  примет значение 

 

1 2 1 1 2 1

1

( ... , ) μ( .... | ) α
m

h h opt h

m m m m mi mi

i

A x x x x x x x x x 



  .(10) 

 

Соответственно, размер инвестиций 

1 2 1( ... | )hm mC x x x x
 в программу развития будет 

1 2 1 1 2 1

1

( ... , ) γ( .... | )
m

h h opt h

m m m m mi mi

i

C x x x x x x x x c x 



  .(11) 

Чтобы сформировать оптимальную програм-

му развития, необходимо выбрать лучшую ком-

бинацию из решения для многоцелевого и соот-

ветствующего решения для немногоцелевых 

направлений.  

Такая процедура формирования программы 

развития может вызвать большие вычислитель-

ные сложности, если количество nm многоцеле-

вых проектов велико.  

 

Механизм повышения вычислительной 

эффективности предложенной процедуры 

формирования программы развития 

Только один из 2 mn  вариантов вхождения мно-

гоцелевых проектов в программу развития достав-

ляет оптимум критерию (3). Представляется целе-

сообразным определить способ априорного ранжи-

рования вариантов вхождения многоцелевых про-

ектов на основе специальным образом сконструи-

рованной метрики, которая оценивала бы величину 

«удаленности» значения локального критерия, 

определяемого конкретным вариантом вхождения 

многоцелевых проектов в программу развития от 

значения глобального оптимума задач (3) – (4).  

Сформируем метрику σhud  следующим образом.  

Определим для каждого многоцелевого про-

екта , 1,mk mp k n  величину σ σ( )mk mkp  «потен-

циального» вклада в эффективность проектов 

немногоцелевых направлений:  

 
1

1

σ α β , 1,
mnm

mk

mk mk ji m

j i

k n




   .  (12) 

 

Оценим «удельную» эффективность σhud  каж-

дого элемента множества 
1 2{( , ,..., ) |

m

h

m m mnx x x
 

1,2 }m
n

h   следующей относительной величиной 

 

1

1 1

σ σ ( ,..., ) σ / ;
m m

m

n n
h h

ud ud m mn mk mk mk mk

k k

x x x c x
 

  
 

 
1

1 1

σ σ ( ,..., ) σ / , 1,2
m m

m

m

n n
nh h

ud ud m mn mk mk mk mk

k k

x x x c x h
 

    .  (13) 

 

Упорядочим элементы 
1 2( , ,..., )

m

h

m m mnx x x  по 

убыванию величины σhud . Пусть последователь-

ность  

1 2(( , ,..., ) | 1,2 )m
m

nh

m m mnx x x h    (14) 

является результатом упорядочения.  

В (14) варианты вхождения многоцелевых 

проектов в программу развития ранжированы по 

значению метрики σhud , которая описывает сте-

пень «потенциального» воздействия вариантов 

на проекты немногоцелевых направлений. Мет-

рика учитывает, как величину «потенциального» 

вклада многоцелевых проектов в эффективности 

проектов немногоцелевых направлений, так и 

размер инвестиций на реализацию немногоцеле-

вых проектов.  

Используем метрику σhud  для повышения вы-

числительной эффективности изложенной про-

цедуры решения задачи (3) – (4). Для этого вы-

полним серию компьютерных экспериментов и 

на основе данных, полученных при моделирова-

нии, построим следующие функции: 

– эмпирическую функцию распределения 

глобального оптимума исходной задачи (3) – (4) 

в зависимости от числа первых решаемых вари-

антов задачи (7) – (8), определяемых последова-

тельностью (14), сформированной с использова-

нием метрики σ
h

ud ; 

– эмпирическую функцию отклонений значе-

ний локального оптимума, получаемого при ре-

шении задач (7) – (8) для различного числа ре-

шаемых задач из последовательности (1) от зна-

чения глобального оптимума исходной задачи 

(3) – (4).  

Построенные функции позволят лицу, при-

нимающему решение (ЛПР), получить ответы на 

следующие вопросы: 

– для какого количества первых из последова-

тельности (14) вариантов вхождения многоцеле-

вых проектов необходимо решить задачу (7) – (8), 

чтобы с заданной оценкой вероятности р
*
 найти 

глобальный оптимум исходной задачи (3) – (4); 

– какова оценка вероятности нахождения оп-

тимального оптимума исходной задачи (3) – (4), 

если решить задачу (7) – (8) для заданного  ко-

личества k
* 
 первых из  последовательности  (10)   
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Т а б л и ц а  1 

 

Сравнение эффективностей вариантов вхождения многоцелевых проектов на основе решения 

задачи (7) – (8) и на основе метрики σhud  (первая серия экспериментов) 

 

Comparison of the efficiencies of entry options for multi-purpose projects based on the solution of 

problem (7) – (8) and based on metrics σhud  (first series of experiments) 

 

1 2( , ,..., )
m

h

m m mnx x x  1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 

1 1μ ( ,..., | )hji m mx x x
 244 208 198 193 162 157 147 

1 1γ ( ,..., | )hji m mx x x
 15005 12748 13605 13273 11348 11016 11873 

1 2( , ,..., )
m

h

m m mnx x x  0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 

σhud  0,0371 0,0362 0,0354 0,0309 0,0287 0,0286 0,0234 

 
вариантов вхождения многоцелевых проектов; 

– для какого количества первых k вариантов 

вхождения многоцелевых проектов из (14) необ-

ходимо решить задачу (7) – (8), чтобы оценка 

отклонения найденного локального оптимума от 

глобального оптимума исходной задачи (3) – (4) 

не превышала заданного pr
*
 числа процентов; 

– какова будет оценка отклонения в процен-

тах pr локального оптимума от глобального оп-

тимума исходной задачи (3) – (4), если решить 

задачу (7) – (8) для первых k
*
 из последователь-

ности (14) вариантов вхождения многоцелевых 

проектов в программу развития.  

Используя описанные свойства функций, мож-

но сформировать различные механизмы управле-

ния вычислительной эффективностью изложенной 

выше процедуры формирования программы раз-

вития с многоцелевыми проектами. 
 
Результаты компьютерного моделирования 

Для выполнения компьютерного моделиро-

вания было разработано программное обеспече-

ние формирования программ развития с учетом 

многоцелевых проектов посредством примене-

ния изложенной выше процедуры. Исходные 

данные для формирования программы включали 

три «рядовых» направления (с семью, пятью и 

девятью проектами) и многоцелевое направле-

ние с тремя проектами. Всего было проведено 

восемь серий экспериментов. Каждая серия со-

стояла из шести экспериментов. Каждый экспе-

римент состоял в решении задачи (7) – (8) для  

2
3 

– 1 = 7 вариантов вхождения многоцелевых 

проектов в программу развития. Вариант 

(x41,x42,x43) = (0,0,0) был исключен из рассмотре-

ния, так как на нем метрика σhud  не определена.  

Результаты решения задач (7) – (8) для одно-

го из первой серии экспериментов и данные о 

«предпочтительности» вариантов вхождения 

многоцелевых проектов в программу развития 

приведены в табл. 1. 

Анализ данных показал, что для получения гло-

бального оптимума исходной задачи необходимо 

решить задачу (7) – (8) для первых четырех (из семи) 

вариантов вхождения многоцелевых проектов, опре-

деляемых метрикой σhud . Соответствующая этим 

данным эмпирическая функция распределения гло-

бального оптимума представлена на рис. 1. 

Эмпирическая функция распределения глобаль-

ного оптимума, построенная на данных серии из 

шести экспериментов, представлена на рис. 2. 

Функция распределения позволяет ответить 

на поставленные выше вопросы. В частности, 

для гарантированного (с оценкой вероятности 1) 

получения глобального оптимума необходимо 

решить задачу (7) – (8) для четырех вариантов 

вхождения многоцелевых проектов в программу 

развития. Если же решить задачу только для 

первых двух вариантов вхождения многоцеле-

вых проектов, то вероятность получения гло-

бального оптимума равна 0,33. 

Результаты решения задач (7) – (8) для одно-

го из второй серии экспериментов и данные о 

«предпочтительности» вариантов вхождения 

многоцелевых проектов в программу развития 

приведены в табл. 2. 

На рис. 3 показаны значения эмпирических 

функций распределения (р – ось абсцисс) и от-

клонения значений локального оптимума (∆q, % 

– ось ординат) от глобального при решении за-

дач (7) – (8) для различных вариантов вхожде-

ния многоцелевых проектов. 
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Рис. 1. Эмпирическая функция распределения глобального оптимума, построенная на данных одного эксперимента (табл. 1) 

 

Fig. 1. Empirical distribution function of the global optimum based on data from one experiment (Table 1) 
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Рис. 2. Эмпирическая функция распределения глобального оптимума, построенная на данных шести экспериментов 

 

Fig. 2. Empirical distribution function of the global optimum, based on data from six experiments 

 

Опираясь на информацию, представленную на 

рис. 3, ЛПР может определить, исходя из текущей 

обстановки, наилучший для него баланс между вы-

числительной эффективностью (временем поиска 

глобального оптимума, определяемым числом ре-

шения задач (7) – (8) для различных вариантов 

вхождения многоцелевых проектов) и отклонением 

получаемого локального оптимума от глобального 

оптимума исходной задачи (3) – (4). В частности, 

при решении задачи (7) – (8) для вариантов вхожде-

ния многоцелевых проектов {1Ս2Ս3} из последова-

тельности (14) оценка вероятности нахождения гло-

бального оптимума равна 0, но оценка отклонения 

локального оптимума от глобального равна 9 %. 

Заметим, что если pr

mn  – мощность множества 

«предпочтительных» для ЛПР решений задачи 

(7) – (8), то вычислительная эффективность про-

цедуры поиска решения будет улучшена в 
)–(

2 / 2 2
pr pr

m m m mn n n n
  раз по сравнению с вычисли-

тельной эффективностью исходной процедуры. 

 

Выводы  

Рассмотрена задача формирования программ 

развития, когда отдельные проекты направлений 

развития описываются эффективностью и раз-

мером инвестиций. Представляет интерес иссле-

довать задачу формирования программ разви-

тия, когда проекты направлений развития кроме 

ограничений на размер инвестиций учитывают 

риски реализации проекта и ограничение на из-

менение операционного бюджета, связанного с 

его реализацией. 
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Т а б л и ц а  2 

 

Сравнение эффективностей вариантов вхождения многоцелевых проектов на основе решения 

задачи (7) – (8) и на основе метрики σhud  (вторая серия экспериментов) 

 

Comparison of the efficiencies of entry options for multi-purpose projects based on the solution of 

problem (7) – (8) and based on metrics σhud  (first series of experiments) 

 

1 2( , ,..., )
m

h

m m mnx x x  1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 

1 1μ ( ,..., | )hji m mx x x
 169 155 154 149 140 135 134 

1 1γ ( ,..., | )hji m mx x x
 16151 14763 14178 13483 12790 12095 11510 

1 2( , ,..., )
m

h

m m mnx x x  0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1 

σhud  0,01009 0,00863 0,00838 0,00813 0,00760 0,00754 0,00750 
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Рис. 3. Значения эмпирических функций распределения (р) и отклонения значений локального оптимума (∆q, %)                    

от глобального при решении задач (7) – (8) для различных вариантов вхождения многоцелевых проектов 

 

Fig. 3. The values of the empirical distribution functions (p) and the deviation of the values of the local optimum (∆q, %) from the 

global one when solving problems (7) – (8) for various variants of the entry of multi-purpose projects 
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